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饱和砂土的非稳定性
韦昌富 江礼茂 章根德
(中国科学院力学研究所 , 北京 , 10 0 80)
文 摘 砂土的非相关塑性流动可能导致介质本身的失稳和问题解的非唯一性。 然而 , 无论是
Dur c k er 或iH l 的假设 , 都只能给出介质稳定的充分条件。 本文首先分析饱和砂土的非相关流动特性 ,
利用局部屈服面和局部塑性势面的概念 , 分析得出饱和砂土稳定的充分必要条件; 然后给出不稳
定区域在应力空间的具体位置 。 文中提出的 “不稳定线” 与 “ 崩塌面” 相一致 , 表明了它在海底
稳定性分析中有着广泛的实践意义。
关扭词 非相关流动 , 非稳定性 , 局部屈服面和塑性势面 , 崩塌面。
1 引 言
砂土的塑性流动是非相关的 , 这可能导致材料本身的失稳和解的非唯一性 。 Dur c ke r
(1 95 1) 1和 IH U (1 95 8) ,提出了关于材料稳定性的能量假设 , 为材料稳定性的判别提出了充分
条件 , 但这个条件并不是必要的。 M an ds l ( 19 64) ,认为 , 稳定的材料应该能够抵抗任意形式
的微小的扰动 , 为此 , 他提出了一个关于材料稳定的必要条件 , 该条件可用于预测应变沿着
某个方向集中和剪切带的形式。 近年来 , 肠d e等人进行了一系列的实验研究 l’ 一 ` J, 探讨在常
规三轴应力条件下摩擦材料的稳定性 , 并给出了相应的砂土稳定条件 。 这些工作无疑大大加
深了我们对砂土失稳机理的理解。
KOe dn e sr 和eS Ume ij er ( 1992) ,利用文献【3〕的结论 , , 从理论角度探讨了饱和砂土的非
稳定性问题 , 结果表明: 具有剪缩性的饱和砂土在剪切过程中存在一个失稳点。 但他们并未
给出该失稳点的具体表示形式。 而对于一个物理非稳定问题 , 最重要的和最有意义的就是要
确定失稳的条件及其临界载荷。 尤其是对于一个土工问题 , 失稳的条件必须具体化才有其实
用的价值。 事实上 , 文献【8」中的 “崩塌面” 就是一个失稳面 , 不过它纯粹是由作者从试验
的角度得到的。 本文首先从砂土的非相关流动特性出发 , 利用局部屈服面和塑性势面的概念 ,
试图从理论上探讨砂土的稳定性 , 并对不稳定条件在一般的厂一 q平面上的具体表示加以描
述 , 使其能直接应用于海底稳定性分析中 , 最后还指出了相应的工程应用途径。
2 非相关流动与稳定性的关系
无论是具有相关流动特性或具有非相关流动特性的材料 , 一旦有效应力状态到达破坏面 ,
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材料自身总是不稳定的。 然而 , 对于砂土这类具有非相
关流动特性的介质 , 根据D ur c ke r和 iH l的能量假设 , 即
使应力状态点远未到达破坏面也可能存在失稳现象。 如 、 、
图1所示 , 应力路径位于区域 ( a) 时 , 材料处于弹性稳定
状态 ; 在区域 ( c) , 因护扩 > O, 故材料是稳定的; 但区
域 ( b) 中 , 护扩 < O, 材料有可能出现失稳。 比d e等61[ 曾
在三轴剪切仪上实验 , 并得到以下结论:
( 1) 当且仅当下列条件满足时, 砂土才会失稳: ①
护扩小于零 ; ②饱和或几乎饱和 ; ③不排水; ④砂土本
身趋于压缩 。
(2) 不满足上述条件中的任一条 , 材料将是稳定的。
上述结论给出了砂土介质稳定的充分必要条件 , 同时也表明 ,
的充分条件 。
: 弹性区
占,扩 = d口。J d 。乞( 0
e : 古,扩 , d。 ` , d ￡乞) 。
图 1 非相关流动性特性
Dur e k e r假设实质上只是稳定
3 理论分析
3
.
1 局部屈服面和塑性势面
为方便起见 , 本文只讨论各向同性的砂土介质 , 并认为在介质失稳之前 , M an del 稳定
条件在所有的方向上都能满足 , 即应变是均匀分布的。 实验表明叭 只要应力状态位于破坏
面之下 , 上述假设是合理的。 下面只讨论常规的三轴实验应力条件。 定义
`、 J声.产. .人9曰矛. J、了口、1
P = 万 a 七七口
。一
{普(· ; ,一告·、·。 , )(· ; ,一告。 : 。 , )1`
￡。一 : 、 ￡: 一 {号(! ` ,一告` : ·。 , )(￡` ,一告￡二民, )}`
其中 民,为冷 o n ce k er 张量。 假定应力状态位于破坏面
以下 , 并以凡表示 , 见图2。 过几点的屈服面 f 和塑性
势面 g均是外凸、 自然弯曲和光滑的。 过凡点分别作f
和 g的切线 , 显然这两条切线可分别用来代替几点微小
邻域内的屈服面和塑性势面 , 称之为局部屈服面和局
部塑性势面 , 并且
f = q 一人p ’ 一 c = 。
g 二 q 一朋 ` 一 d = O
`
}一 :ha、 .户、、八JA`了.恤、矛.`龟
对于给定点尸 , 参数人, 召 , c 和 d均为常数 , 对于相关
流动, 人= 召 。 图 2 局部屈服面和塑性势面
Ve mr
e er (198 2) l[
“〕曾用局部屈服面和塑性势面的概念来分析分叉现象。 这里之所以引人
这些概念 , 完全出于以下考虑: 不管以前应力路径如何 , 当应力状态到达P 点时 , 由于外部
的突然扰动使得有效应力路径突然折人区域 ( b ) (如图1所示 ) , 此刻 , 吞’扩 < 0。 在塑性功的
二次增量护扩突然由区域 (酌之外的正值变为区域 ( b) 内的负值的瞬间, 亦即应力路径在尸
点的微小邻域内的突然变化有可能对介质的稳定性产生重大影响。 同时 , 不管介质的屈服面
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和塑性势面为何种形式 , 只要它们是外凸光滑的 , 那么在尸点微小邻域都可以近似地用直线
来表示。
3
.
2 增 , 方程
考虑应力状态位于尸点时介质受到外界扰动的情况 , 扰动应力微量以d城了表示。 根据塑
性流动法则 , 引起的塑性应变增量 d 口乞为
当f < O · d试j石 0时 , 材料处于弹性状态 , 即d ` = 0o
当f 二 O · d武, > 0时 , 塑性应变增量为
d端 一贵斋 ·轰 · d 、 ( 5 )
式中 h为硬化函数 , 恒为正值。 由式 (5) 得
d `一贵轰 · da 知 d ￡: 一贵鬓 · da 认 ( 6 )
对于常规的三轴应力条件 (丙二 as) , 式 (6) 变为如下简单的形式:
d 。:一登(d。一记 , , ); d ￡: 一青(d 。一 、 d ; , , ( 7 )
另外, 对于各向同性介质 , 弹性应变增量为
、
,产、 . .尹0八,了`.、
`
.
月 ,任卫卫二
“ “ U K
结合 ( 7) 和 (8) 两式 ,
{d : }= [D
。司{d a }
月 。 =f 血“ “ J 3 G
得到塑性本构关系式
式中的弹塑性矩阵【D司可由下列关系式给出 :
当f < O或d q一记厂石 0时 ,
{ (10
.
a )
01一尤土3Gor, .`lwe
一
一,川eD
一,月L
当f = O且 d q一超厂> 0时,
[D
。
p] = ( 10
.
b )
不难证明 , 如果对于任意应力增量 , 都有
,
Z
w一 d 。 ;, d 。` ,一 (斋 + 冬)d。 : 一 (立钾 )d 。 · d , , + (告+冬)d ; , , > 0
\ 口 L了 I ` / \ I` l 、 J 、 I ` I
那么 , (10 . b) 式右边的矩阵是正定的。 自然 , 介质中存在唯一的应变场 。 事实上 ,
保证了介质的稳定性 。
( 11 )
式 ( 11 )
3
.
3 砂土的稳定条件
在破坏面内 , 当有效应力状态点沿着某应力路径到达尸时 , 介质突然受到某微小应力
d城,的扰动 (d试河分解为d厂和dQ 两部分 ) , 这时介质的弹塑性反应可由式 (9) 给出。
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如果扰动 d武,是在排水的条件下施加 , 则式 (9) 给出的 d : `了为有限值 , d成j与d : ` ,之间存
在一一对应关系 , 表明介质中不存在失稳现象 , 而不管护 w是正值或是负值。 这些结论与
比 d e 等人 6j[ 的实验结果相符合 。
当扰动是在不排水的条件下进行时 , 若介质是完全饱和的 , 体应变增量 d : 。 = O, 而根据
有效应力原理 , d厂= 一 d u 。 因此 , 由式 ( 9) 得
如果f < O或d q一入d厂石 O, 那么
1
Q 己s = 石丁布 Q q
J 吸J
(12 )
如果 f = O, 且 d q一久d厂> O, 那么
“厂气而六夕不 d “ , 且 d ` - 「1 土 1 _ 如 1月 _L丽下万一五i而干五7灭下」叫 ( 13 )如果介质是稳定的 , 那么必然能抵抗住任意微小扰动d q 。 假定此时的应力状态位于屈
服面上 , 即f = O , 介质受到d q的扰动 , 其反应有且仅有以下两种情况 :
对于完全弹性反应 , 久= 0 , 则
咎 · d 。 ; , 一 d 。一 、 d p , 一 d 。 、 。以 U 亡夕 ( 14 . a )
对于弹塑性反应 , 则
咎 · d 。 ; ,一 d。一 人d P’ -以 U ` j h / K如 + h / K · d q ) 0
介质对扰动d q的反应只能由上述两种情况中的一种来决定 ,
时成立 。 考虑到h和K均为正值 , 故必须有
( 14
.
b )
即式 (1 4 . a )和式 (1 4 . b )不能同
(15 )
否则
、 十音> 。
若、 +音< 。
那么 , 对于 d q < O的情况 ,
弹塑性的 , 这是矛盾的。
( 1 6 )
式 ( 1 4 . a) 和 ( 1 4 . b) 同时成立 , 即介质的反应既是完全弹性的也是
I
o .J _ 二 、 . h但期禾胡十 1 万 = 比n 那么任意给定d q
,
d厂 , co , 这也是不现实的
情况。 综上所述 , 式 (巧 )可作为饱和砂土稳定的必要条件 。 显然 , 这一条件也是充分的 , 因
为如果式 ( 15) 成立 , 则式 ( 9) 将给出确定的唯一的应变场 , 表明介质中处处稳定 。 从而得到
了介质失稳的充要条件为
(1) 受到不排水外部扰动 , 并且
.
h ,
八
火` 夕人召十几歹.女 U王、
如上述两条件同时成立 , 则介质中的应变反应将是不确定的 ,
( 17 )
表明介质中出现失稳现象。
3
.
4 讨论
由于硬化函数 h和弹性模量 K均为正 , 所以 , 对于相关流动 (人二川 , 式 (1 5) 恒成立 。 这
时介质是稳定的。 但是 , 对于非相关流动 (人手川 , 式 (15 )不一定成立 。 现在所关心的问题是:
在什么条件下不稳定条件式 ( 17) 得以满足 , 即介质失稳。 显然 , 一个必要的条件为
切 ( 0 (18 )
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这时 , 出现两种情形:
( 1) 入< O 且 召 > O
( 2) 入> O 且 召 < O
在情形 (1) 下 , 使得介质可能出现失稳的有效应力路径如图 3 (a) 所示 , 以保证犷扩 < O。 这
种情况相当于具有剪胀性的砂土介质在突然的不排水扰动作用下会丧失抵抗能力 , 如果此时
的有效应力状态位于破坏面之下 , 那么这是一种不现实的情况 。 在情形 (2) 下 , 有效应力路
径只有取如图 3 (b) 所示的形式才能使得介质可能出现失稳 。 对于介质受到不排水扰动 d q的
情况 , 图3 (b) 中的有效应力路径表明了介质具有剪缩的趋势, 亦即孔压瞬间迅速提高而有
效平均主应力迅速减少 , 最终导致介质失去抵抗外部扰动的能力 , 这就是液化现象。 从上述
的讨论中可知 , 失稳的充要条件中实质上隐含了介质具有剪缩性这一要求。
玲带;s ;
f = 0
(a ) p (b )
图 3 导致失稳的有效应力路径
如果考虑的是刚塑性介质或 h < < K , 那么式 ( 17 )变为如 < o0
只存在以下情况是合理的 , 即
根据上述的讨论可知 ,
、一哥>0 且 “ _ 旦三即 < O
因此失稳的充要条件式 ( 17) 变成了式 (19) 。
(19 )
同时, 据式 ( 17) , 介质弹性的存在有利于介质的
稳定。 从物理意义上看 , 这是显而易见的 , 因为弹性变形要消耗部分的能量 , 从而减少了失
稳的可能性。
4 失稳条件和崩塌面的关系
从上面的论述中可知 , 当且仅当以下两个条件:
(1) 介质在不排水的条件下受到扰动 ,
( 2 )如 + h / K石 0
都得到满足时 , 介质才会失稳。 而式 ( 17 )成立的必要条件为久> 0 , 且召 < O。 对于各向同性
的砂土介质 , 典型的屈服面如图4所示 , 在静水压力轴上屈服面垂直于厂轴 , 即入叶一 co , 随
着剪应变的发展 , 久值逐渐增大 , 当应力状态达到破坏面时 , 入值也达到最大值凡坦 x > O, 而
在屈服面顶点, 入= 0 。 过各屈服面之顶点可近似地连成一直线 , 在直线之上 , 入> 0 ; 在直
线之下 , 人< O。 不难看出 , 若介质在破坏面之下出现失稳的话 , 那么失稳的区域只能由该
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直线和尤栽所围成。 此直线称为潜在不稳定线 , 它代表着介质失稳的最低限。
S la d e n等人 (19 90 ) [. 〕发现 , 饱和松砂在不排水剪
切时的有效应力路径的峰值点与稳定状态点 (st ea dy
s at et )可以近似地连成一条射线 , 在 (P’ , q , e) 空
间上 , 射线变成一个面 , 称为 “崩塌面 ” (co l lap se
s u fr a c e)
。 当应力状态点位于该面上时 , 饱和松砂就
出现崩塌失稳 , 最终导致液化。 崩塌面可表示为有
效应力状态和孔隙比的函数 , 即
f co l ,
a p s e
= f ( p
, ,
q
,
e ) (20 )
潜在不稳定线
j出服面
它具有许多重要性质: ①它不是一个状态边界面 , “—因为介质的应力状态点可以位于其之上 ; ② e 二常数 图 4 屈服面和潜在不稳定线与该面截成一直线 , 它在P’ 一 q 平面上的斜率及纵轴的截距分别以gt a和 a表示 , 相应的内摩擦角和凝聚力可由下式给出:s in 功= t g a ; e = a / e o s 必 (2 1)当孔隙比 e增大时 , a不变 , 但a 则减小; ③当饱和砂的应力状态到达该面时 , 强度则迅速降低 ; ④应力状态位于该面上的介质必然具有剪缩性质。 尽管sl ad e n 等人 s[] 的结论是由实验得到的 , 但却隐含了上述不稳定条件。 事实上 , 对于饱和松砂来说 , 不排水剪切的有效应力路径和屈服面是相近的, 前者顶点稍滞后于后者。 若考虑剪切过程中介质的弹性要消耗部分能量 , 则这种滞后可以忽略不计 , 亦即潜在不稳定线位于崩塌面上 , 本质上两者是等效的。
失稳条件里要求介质必须是 “ 松” 的。 sl a d e n 等人 ,在整理实验资料时发现 iB s ho p脆性
指数几尚归一化后的初始平均有效应力比川 / , 豁之间有很好的相关关系 , 如图 5所示。 其中,
aI 油下式定义 :
aI u=
C盯一 C “ s
C盯 (
22 )
式中 c 。为不排水峰值强度 ; c 。 8为稳定状态强度 ; 抓为初始平均有效应力 ; 夕扬为稳定状
态的平均有效应力 。 可见 , BI 武表得介质失稳后不排水剪切强度的相对衰减幅值。 对于各
向等压固结饱和砂 , 只有当抓 /刀乌, > 2时, 才可能有强度的丧失 , 即液化。 图 6给出了 sI u的
、\\。 . 9亡\
/犷/心曰卜匕
住
到货1阳
. 比 ihg t o “
。 N e r l e kr
一 N e r 百e比
. 噪 r le kr
B二 , ” dr
0%
2%
12%
不液化区
、 、 、
、 、
~ 、 、
门én幽bJ啥
%`J
祖定状态线
4 8 1 2 1 6 20 2 4
p
一
/ p
二 a
图 5 脆性指数与有效应力比的关系
l
l o g p
’
图 6 aI 。等值线与稳定状态线
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等值线与稳定状态线的相对位置 , 当介质的初始状态位于几u ) 0的区域时, 才被认为是 “ 松”
的。 这时, 若介质受到不排水条件下的扰动 , 那么就产生失稳 , 最终导致液化。 实验表明 ,
aI u = 0线总是在稳定状态线之上 。 这一结论解释了为什么有时候介质的初始状态位于稳定状
态线之上但却不出现液化的现象。 因此 , 几u二 0线可合理地被当作液化和非液化区的分界线。
5 失稳条件在海底稳定性分析中的应用
在海底的平缓土坡 (坡度小于 8 “ )中, 大量存在着失稳现象。 尽管坡度很缓 , 但破坏区域
可以很大。 Bj e n ’U r n ( 19 71) l[ `〕曾分析了发生在挪威中部海区大陆架 L的松散细砂和粉土层里
的大范围的失稳问题 , 发现根据传统的稳定性分析结果 , 这些失稳了的边坡原来应该是稳定
的 , 其中的原因当时并不清楚。 比d e 等人伟重新分析了这些边坡稳定性问题 , 结果表明 , 尽
管极限平衡方法给出的安全系数在 1 . 5以上 , 但许多地区土中的应力状态却位于潜在失稳区
域。 显然, 微小的海平面波动就可以触发大面积的土坡失稳。 因为对于松散的细砂和粉土来
说 , 渗透性相对较低 , 同时具有较强烈的剪缩性质 , 不稳定条件是极易满足的。 极限平衡方
法应用于这类边坡问题时, 已经失去其应有的可靠性 , 但是用其找出潜在不稳定区域却是切
实可行而且非常重要的。 具体做法是 : ①确定破坏线和潜在失稳线以及相关的强度参数 ; ②
计算出土中各点的应力状态 ; ③将各点应力状态与潜在失稳条件相比较 , 找出潜在失稳区域。
潜在失稳条件的另一个成功的应用就是用其对边坡液化问题进行反分析1[ ’ lo 在这种反分
析中 , 潜在失稳条件被当作破坏条件。
6 结 论
本文利用局部屈服面和局部塑性势面的概念 , 讨论了饱和砂土的非稳定性。 给出了文献
【7〕所讨论的失稳点的具体表达形式 , 并得到了介质失稳的充分必要条件
( 1) 受到不排水的外部扰动;
(2 )如 + h / K石 0。
如果上述条件得到满足 , 那么介质受到任意形式的扰动都会发生失稳, 这些扰动包括外
力作用、 变形 (包括蠕变)以及排水通道受阻等等。 介质在莫尔一库仑破坏线以下存在一个潜
在失稳区域 , 它的下限为潜在失稳线 , 该线位于文献【8] 的 “崩塌面 ” 上 。 在海底稳定性分
析中, 引人 “ 潜在不稳定性” 的概念是很必要的也是非常有意义的。
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